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ABSTRAK 
 
Nama Penyusun  : Asrijal 
NIM    : 60600111075 
Judul Skripsi   : Aplikasi Metode Transformasi Laplace Pada  
                                                  Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock   
                                                  Absorber 
 
Banyak permasalahan fisika yang harus diselesaikan dengan menggunakan 
model matematika. Salah satu model matematika yang cukup penting adalah 
persamaan differensial. Persamaan diferensial seringkali muncul dalam 
permasalahan fisika yang mencoba menggambarkan keadaan kehidupan nyata. Salah 
satu contohnya dinamika sistem  fisis-massa pegas dengan shock absorber.  
Penelitian ini membahas bagaiamana hasil penyelesaian persamaan 
diferensial Tak linier tak homogen Pada Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan 
Shock Absorber menggunakan metode Transformasi Laplace.  
Tujuan penelitian ini mendapatkan hasil penyelesaian persamaan diferensial 
Tak linier tak homogen Pada Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock 
Absorber menggunakan metode Transformasi Laplace.   
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode Transformasi 
Laplace. Keunggulan Transformasi Laplace adalah bahwa masalah nilai awal 
persamaan diferensial Tak linier dapat diselesaikan secara langsung tanpa terlebih 
dahulu menentukan solusi umumnya atau persamaan diferensial tak homogen dapat 
diselesaikan tanpa terlebih dahulu menyelesaikan persamaan homogen. Misalkan 
F(t) suatu fungsi dari t yang ditentukan untuk t > 0. Maka Transformasi Laplace dari 
F(t), yang dinyatakan oleh ℒ{𝐹(𝑡)}, didefinisikan sebagai  {𝑓(𝑡)} =  𝐹(𝑠) =
 ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
∞
0
 . Transformasi Laplace dari F(t) dikatakan ada apabila integral 
konvergen untuk beberapa harga  s, bila tidak demikian maka transformasi Laplace-
nya tidak ada. Model atau persamaan yang telah dapatkan dari persamaan diferensial 
tak linear tak homogen pada sistem fisis-massa pegas shock absorber.  
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
A. Latar Belakang 
 Ilmu agama dan ilmu sains termasuk ilmu yang sangat penting dalam 
kehidupan sehari-hari. Keduanya termasuk ilmu yang saling mendukung satu sama 
lain. Jika ilmu agama dalam setiap muslim tertanam kuat dalam jiwa serta pikirannya, 
amalan yang dilakukan pasti sesuai pandangan Allah Swt. Dilakukan secara 
maksimal. Ilmu agama dan ilmu sains memiliki keutamaan jika dipelajari secara 
maksimal. Keduanya saling mendukung artinya ilmu sains tetap membutuhkan ilmu 
agama dalam pelaksanaanya. Mulai dari pengkajian hingga pemanfaatan ilmu sains. 
Setiap muslim memiliki kewajiban yang sama dalam menuntut ilmu agama. 
Tentu saja hal itu yang menjadikan diri seorang muslim mampu menguasainya dan 
mengamalkan dalam kehidupan sehari-hari. Ilmu agama dipelajari bukan hanya untuk 
dimanfaatkan oleh diri sendiri, tetapi juga untuk disampaikan kepada muslim lainnya. 
Apalagi agama islam termasuk agama yang sempurna ajaranNya, mulai dari masalah 
aqidah hingga syariat 
1
. Ketika menuntut ilmu agama dan ilmu sains sangat tampak 
berpengaruh terhadap kehiudpan pribadi manusia. Namun ketika manusia hendak 
memakai hasil dari ilmu sains, harus tetap mengacu pada boleh atau tidak menurut 
pandangan Allah Swt. Jika halal digunakan, maka setiap muslim dapat 
                                                             
1
 El-Mazni H.Aunur Rafiq, Pengantar Studi Ilmu Al-qur’an (Jakarta: Pustaka Al-Kausar, 
2006), h. 3 
1 
2 
 
memanfaatkannya secara maksimal dengan pengaturan yang baik. Sebaliknya jika 
haram, maka manusia tidak dapat memanfaatkannya.  
Terkadang ilmu itu terdapat pada akal pikiran, terkadang pada ucapan, dan 
terkadang terdapat pada tulisan tangan. Sehingga ada ilmu yang sifatnya akal pikiran, 
ucapan dan ada yang berupa tulisan. Di dalam tulisan terkadang unsur akal pikiran 
dan ucapan, tetapi tidak berarti sebaliknya. Karena itu Allah Swt berfirman dalam 
surah Q.S. Al-Mujadilah (58 : 11) 
                             
                             
               
Terjemahnya:  
 “Hai orang-orang yang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu: 
"Berlapang-lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaya Allah 
akan memberi kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Berdirilah 
kamu", Maka berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang 
yang beriman di antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan 
beberapa derajat. dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”.2 
 
Ayat ini menerangkan tentang perintah untuk memberi kelapangan dalam 
segala hal kepada orang lain. Ayat ini juga tidak menyebut secara tegas bahwa 
Allah Swt. akan meninggikan derajat orang yang berilmu. Tetapi menegaskan 
bahwa mereka memiliki derajat-derajat yakni yang lebih tinggi dari sekadar 
beriman, tidak disebutkan kata meninggikan itu sebagai isyarat bahwa sebenarnya  
                                                             
2
 Departemen Agama RI, Al-Qur’an dan Terjemahnya, (Bandung: PT. Sigma examedia 
arkanleema, 2009), h. 543 
3 
 
ilmu yang dimiliki itulah yang berperanan besar dalam ketinggian derajat yang 
diperolehnya. Yang dimaksud dengan yang diberi pengetahuan adalah mereka 
yang beriman dan menghiasi diri mereka dengan pengetahuan. Ini berarti ayat di 
atas membagi kaum beriman jadi dua, yang pertama sekadar beriman dan beramal 
saleh, yang kedua beriman, beramal saleh serta memiliki pengetahuan. Derajat 
kedua kelompok ini menjadi lebih tinggi, bukan saja karena nilai ilmu yang 
disandangnya, tetapi juga amal dan pengajarannya kepada pihak lain baik secara 
lisan atau tulisan maupun keteladanan. 
3
  
Allah menciptakan alam semesta ini untuk kesejahteraan umat manusia. 
Manusia disuruh untuk mengelola alam ini agar dapat dimanfaatkan guna 
keperluan hidup mereka. Untuk mengelola alam ini tentu saja diperlukan akal. 
Allah menyuruh manusia menggunakan akalnya.Islam juga menghendaki umatnya 
untuk memiliki ilmu pengetahuan, baik ilmu pegetahuan agama maupun ilmu 
pengetahuan umum. Dalam pandangan Islam, ilmu itu tergolong suci. Ilmu 
merupakan barang yang sangat berharga bagi kehidupan seseorang, Ilmu itu 
bagaikan lampu atau cahaya. Bahwa tidak dapat seseorang berjalan di malam yang 
gelap, kecuali dengan lampu. Demikian pula halnya, tidak dapat seseorang 
membedakan yang baik dengan yang buruk, kecuali dengan ilmu 
4
. 
 
                                                             
3 Quraish, M. Shihab, Tafsir Al-Mishbah; Pesan, Kesan Dan Keserasian Al-Qur'an, 
(Jakarta: Lentera Hati, 2002), hlm. 79.  
4 Quraish, M. Shihab, Tafsir Al-Mishbah; Pesan, Kesan Dan Keserasian Al-Qur'an, 
(Jakarta: Lentera Hati, 2002), hlm. 180.  
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Sebagai contoh adalah ilmu pengetahuan bidang sains yang sangat 
berperan dan merupakan alat (tools) bagi disiplin ilmu bidang sains lainnya yakni 
matematika. Matematika itu pada dasarnya berkaitan dengan pekerjaan 
menghitung, sehingga tidak salah jika kemudian ada yang menyebut matematika 
adalah ilmu hitung atau ilmu hisab. 
Oleh karena itu, sangat penting sekali bagi manusia untuk belajar 
matematika karena matematika memang ada dalam al-Quran, misalnya tentang 
penjumlahan, pengurangan, persamaan, ilmu faraidh, dan lain sebagainya. Dengan 
belajar matematika, selain untuk melatih dan menumbuhkan cara berpikir secara 
sistematis, logis, analitis, kritis, kreatif dan konsisten, juga diharapkan dapat 
menumbuhkan sikap teliti, cermat, hemat, jujur, tegas bertanggung jawab, sikap 
pantang menyerah dan percaya diri. Dalam masalah perhitungan, Sebagaimana 
dalam surat Q.S Al-Baqarah (2 : 202) 
                     
Terjemahnya:  
“Mereka itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang 
mereka usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya”.5 
  
Dengan keterbatasan manusia dalam menghitung sehingga banyak 
fenomena dalam kehidupan sehari-hari yang sulit diselesaikan secara langsung 
                                                             
5Departemen Agama RI, Al-Qur’an dan Terjemahnya, (Bandung: PT. Sigma examedia 
arkanleema, 2009), h. 31 
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sehingga dibutuhkan matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan suatu 
masalah baik algoritma berfikir dari matematika, cara berhitung, ataupun hanya 
sebagai simbol-simbol untuk menyederhanakannya. Karena semakin hari semakin 
canggihnya ilmu pengetahuan dan teknologi yang ada, maka hampir semua 
masalah tersebut dapat diselesaikan. Salah satu disiplin yang dari zaman dahulu 
sampai sekarang yang masih unggul digunakan di kalangan berbagai disiplin ilmu 
lainnya adalah matematika. 
Matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua 
manusia dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung maupun tidak langsung 
yang dapat digunakan sebagai alat bantu dalam menyelesaikan masalah, seperti 
cara berhitung ataupun hanya sebagai simbol-simbol yang menyederhanakannya. 
Akan tetapi seringkali juga ditemukan masalah-masalah dalam menyelesaikan 
model-model matematika. Beberapa model matematika yang ada, salah satunya 
adalah tentang persamaan diferensial.  
Persamaan diferensial merupakan persamaan yang berkaitan dengan 
turunan suatu fungsi atau memuat suku-suku dari fungsi tersebut dan turunannya. 
Dengan melibatkan banyaknya variabel bebas, maka ada dua bentuk persamaan 
diferensial yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial. 
Persamaan diferensial biasa yaitu persamaan yang hanya melibatkan satu variabel 
bebas sedangkan persamaan diferensial parsial yaitu persamaan yang melibatkan 
6 
 
lebih dari satu variabel bebas 
6
. Persamaan diferensial parsial dijumpai dalam 
kaitan dengan berbagai masalah fisik dan geometris. Bila fungsi yang terlibat 
tergantung pada dua atau lebih peubah bebas. Tidak berlebihan jika dikatakan 
bahwa hanya sistem fisik yang paling sederhana yang dapat dimodelkan dengan 
persamaan diferensial biasa mekanika fluida dan mekanika padat, transfer panas, 
teori elektromagnetik dan berbagai bidang fisika lainnya penuh dengan masalah-
masalah yang harus dimodelkan dengan persamaan differensial parsial dan 
penyelesaian dari persamaan diferensial parsial itu sendiri.  
Beberapan Penyelesaian dari persamaan differensial dapat dilakukan yang 
salah satunya dengan mengubah model ke bentuk integral. Berdasarkan penelitian 
yang dilakukan oleh Taehee Lee dan Hwajoon Kim 
7
, “The Representation of 
Energy Equation by Laplace Transform” penelitian ini menjelaskan bagaimana 
mengubah atau merepresentasikan sebuah persamaan energi dengan laplace pada 
persamaan diferensial parsial dengan cara penyelesaian bentuk integral. Di dalam 
berbagai permasalahan fisika, matematika memegang peranan yang sangat 
penting.  
Banyak permasalahan fisika yang harus diselesaikan dengan menggunakan 
model matematika. Salah satu model matematika yang cukup penting adalah 
persamaan differensial. Persamaan diferensial seringkali muncul dalam 
                                                             
6
 Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple  (Graha Ilmu: Yogyakarta, 2011), h. 1 
7
   Lee,Taehee. Int. Journal of Math. The Representation of Energy Equation by Laplace 
Transform. Vol. 8, no. 22, 1093 – 1097(2014). 
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permasalahan fisika yang mencoba menggambarkan keadaan kehidupan nyata. 
Salah satu contohnya berdasarkan penelitian yang dilakukan oleh Urzula Ferdek 
8
 
tentang “ Modeling And Analysis Of A Twin-Tube Hydraulic Shock Absorber”. 
Dalam penelitian ini, model fisik dan matematika diaplikasikan pada tabung 
kembar yang dikenal dengan Shock Absorber, proses kerja dari Shock Absorber 
menggunakan minyak sehingga mengakibatkan efek amplitude dan frekuensi 
eksitasi serta parameter menjelekaskan laju aliran minyak melalui katup, kemudian 
dibentuk karateristiknya dari gaya redaman. Dari proses tersebut dibentuklah 
sebuah model yang kemudian diselesaikan dengan menggunakan metode numerik 
integrasi, sehingga model yang telah dibentuk dapat dianalisis.  
Penelitian Urzula Ferdek membuktikan salah satu hukum alam pada bidang 
fisika yang kemudian diterjemahkan kedalam bentuk model matematika. 
Banyaknya hukum alam dan hipotesa yang dapat diterjemahkan ke dalam 
persamaan yang mengandung persamaan diferensial. Salah satu contoh selain 
penelitian oleh Urzula Ferdek adalah turunan-turunan dalam fisika muncul sebagai 
kecepatan dan percepatan, dalam geometri sebagai kemiringan. Keadaan inilah 
yang merupakan persoalan pada banyak kasus fisika, sehingga untuk memperoleh 
suatu persamaan diferensial yang melukiskan suatu persoalan dalam kehidupan 
nyata, biasanya diambil permisalan bahwa keadaan sebenarnya diatur oleh hukum-
hukum yang sangat sederhana yang biasanya sering dibuat permisalan yang ideal.  
                                                             
8  Ferdek Uzula. Journal Of Theoretical and Applied Mechaniscs.” Modeling And Analysis Of 
A Twin-Tube Hydraulic Shock Absorber.Vol 2. No.627-638 (2012). 
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Penelitian sebelumnya pada tahun 2013 oleh Mangara Tua berjudul 
“Aplikasi Fungsi Green Pada Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock 
Absorber”9, dan pada penelitian oleh Meyriska pada tahun 2005 berjudul  “ 
Transformasi Laplace Dari Masalah Nilai Batas Pada Persamaan Diferensial 
Parsial “ 10, bahwa dinamika sistem  fisis-massa pegas dengan shock absorber juga 
dapat diselesaikan dengan persamaan diferensial Tak linier tak homogen 
menggunakan metode lain. Salah satunya metode transformasi laplace pada 
penelitian yang dilakukan oleh Meyriska pada tahun 2005 tentang penyelesaian 
persamaan differensial parabolik menggunakan metode transformasi laplace.   
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode Transformasi 
Laplace. Metode Transformasi Laplace (Laplace Transformation) merupakan 
salah satu metode yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial. 
Metode ini pertama kali diperkenalkan oleh Pierre Simon Marquas De Laplace 
seorang matematikawan Prancis dan seorang guru besar di Paris.  
Keunggulan Transformasi Laplace adalah bahwa masalah nilai awal 
persamaan diferensial Tak linier dapat diselesaikan secara langsung tanpa terlebih 
dahulu menentukan solusi umumnya atau persamaan diferensial tak homogen 
dapat diselesaikan tanpa terlebih dahulu menyelesaikan persamaan homogennya. 
                                                             
9  Mangara Tua. 2013. Skripsi Aplikasi Fungsi Green Pada Dinamika Sistem Fisis-Massa 
Pegas  Dengan Shock Absorber. Medan : Universitas Sumatra Utara. 
10
 Meyriska A.H. 2005. Transformasi Laplace Dari Masalah Nilai Batas Pada Persamaan 
Diferensial Parsial. Semarang: Universitas Negeri Semarang. 
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Keunggulan transformasi laplace banyak digunakan oleh peneliti dalam 
mengembangkan penelitian baik dibidang fisika, matematika, atau masalah 
keuangan (perbankan). Dr. N. A. Patil dan Vijaya N. Patil mengembangkan 
aplikasi laplace pada kasus keuangan atau perbankan
11
 dari penelitian Patil 
menjeleskan penyelesaian solusi analitik dari sebuah investasi menggunakan 
transformasi laplace, dimana dari bentuk laplace digunakan sebuah fungsi 
turuanan laplace  dalam memperoleh keuntungan yang maksimal. 
Sehingga dari beberapa peneliti yang telah mengembangkan tentang 
masalah persamaan diferensial, penggunaan bentuk fisika pada shock absorber dan 
transformasi laplace sehingga penulis termotivasi untuk mencoba menjelaskan dan 
menyelesaikan kepada pembaca mengenai dinamika sistem fisis-massa pegas 
dengan shock absorber pada persamaan diferensial Tak linier tak homogen dengan 
menggunakan metode Transformasi Laplace.  
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka penulis mengambil judul 
“Aplikasi Metode Transformasi Laplace Pada Dinamika Sistem Fisis-Massa 
Pegas Dengan Shock Absorber”. 
B. Rumusan Masalah 
Rumusan masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana hasil 
penyelesaian persamaan diferensial tak linier tak homogen pada Dinamika 
                                                             
11  N. A. Patil. Vijaya N. Patil. Global Journal of Science Frontier Research Mathematics and 
Decision Sciences. Application of Laplace Transform. Volume 12 Issue 12.(2012). 
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Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan metode 
Transformasi Laplace ? 
C. Tujuan Penelitian 
Tujuan penelitian ini adalah mendapatkan hasil penyelesaian dari 
persamaan diferensial Tak linier tak homogen Pada Dinamika Sistem Fisis-
Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan metode Transformasi 
Laplace. 
D. Manfaat Penelitian 
Adapun  beberapa  manfaat  yang  diharapkan dari penelitian ini, 
diantaranya adalah: 
1. Bagi penulis 
Untuk mengaplikasikan pengetahuan dan pemahaman penulis tentang 
persamaan diferensial Tak linier tak homogen dan mengembangkan wawasan 
ilmu yang telah dipelajari untuk mengkaji suatu persamaan diferensial Tak 
linier tak homogen khususnya dalam hal penerapan Dinamika Sistem Fisis-
Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan metode Transformasi 
Laplace. 
2. Bagi pembaca 
a. Memperoleh kontribusi pemikiran yang dapat digunakan dalam 
pengembangan Ilmu Matematika. 
11 
 
b. Dapat dijadikan referensi tentang bagaimana cara menyelesaikan persamaan 
diferensial Tak linier tak homogen khususnya dalam hal penerapan 
Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan 
metode Transformasi Laplace. 
3. Bagi kampus UIN Alauddin Makassar 
Untuk menambah bahan kepustakaan yang dapat dijadikan sarana 
pengembangan wawasan keilmuan. 
E. Batasan Masalah 
Dalam penulisan tugas akhir ini permasalahan hanya dibatasi pada : 
1. Metode yang digunakan untuk menyelesaikan Dinamika Sistem Fisis-
Massa Pegas Dengan Shock Absorber adalah metode Transformasi 
Laplace. 
2. Masalah yang diselesaikan adalah persamaan diferensial Tak linier tak 
homogen sampai pada orde-2. 
F. Sistematika Penulisan 
Agar penulisan tugas akhir ini tersusun secara sistematis, maka 
penulis memberikan sitematika penulisan sebagai berikut : 
BAB I  Pendahuluan 
Membahas tentang pendahuluan yang berisi latar belakang masalah, dimana 
latar belakang masalah ini dikemukakan dengan alasan penulis mengangkat 
12 
 
topik ini, rumusan masalah, batasan masalah untuk memfokuska pembahasan, 
tujuan penulisan proposal yang berisi tentang tujuan penulis membahas topik 
ini, manfaat penulisan ini, kajian yang digunakan penulis serta sistematika 
pembahasan. 
BAB II  Kajian Teori 
Teori pendukung yang berisi pokok-pokok kajian pustaka yang mendasari dan 
digunakan dalam penelitian, antara lain yang mencakup tentang persamaan 
diferensial, Dinamika Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock Absorber, 
metode Transformasi Laplace. 
BAB III  Metode Penelitian 
Membahas tentang persamaan diferensial Tak linier tak homogen orde-n dan 
penelitian yang  akan dilakukan oleh penulis adalah meliputi jenis penelitian 
yang digunakan, sumber data, waktu dan lokasi penelitian, serta prosedur 
penelitian. 
Bab IV Hasil dan Pembahasan 
Pembahasan yang memuat tentang mengenai langkah-langkah dalam 
menyelesaikan persamaan diferensial Tak linier tak homogen Pada Dinamika 
Sistem Fisis-Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan metode 
Transformasi Laplace. 
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Bab V Penutup 
Penutup yang di dalamnya  berisikan  tentang kesimpulan dan saran-saran. 
DAFTAR PUSTAKA 
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BAB II 
KAJIAN PUSTAKA 
 
A. Persamaan diferensial 
Persamaan diferensial (differential equation) adalah suatu persamaan 
yang melibatkan satu atau lebih turunan fungsi yang belum diketahui, dan 
persamaan itu juga mungkin melibatkan fungsi itu sendiri dan konstanta. Dari 
turunan yang membentuk dalam persamaan diferensial akan membentuk jenis 
dan klarifikasi persamaan diferensial itu sendri.
12
   
Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan diferensial yang 
melibatkan hanya ada satu variabel bebas, jika diambil y(x) sebagai suatu fungsi 
satu variabel, dengan x dinamakan variabel bebas dan y dinamakan variabel tak 
bebas, maka persamaan diferensial biasa dapat dinyatakan dalam bentuk.
13
 
𝑓(𝑥, 𝑦,𝑦 ′ , 𝑦 ′′ ,𝑦 ′′′ ,… . ,𝑦(𝑛)) = 0. 
Persamaan ini menyatakan bahwa tedapat hubungan antara variabel 
bebas x dan variabel tak bebas y beserta derivatif-derivatifnya, dalam bentuk 
himpunan persamaan yang secara identik sama dengan nol.  
 
                                                             
12 Prayudi, Matematika Teknik Persamaan diferensial, Transformasi Laplace, Deret Fourier 
(Yogyakarta: Graha Ilmu, 2006), h. 3 
13
 Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple, h. 1    
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Sebuah persamaan diferensial disebut mempunyai orde-n jika orde 
turunan tertinggi yang terlibat adalah n, sedangkan jika turunan dengan orde 
tertinggi itu berderajat k maka persamaan itu dinamakan persamaan diferensial 
berderajat k. 
Contoh 1 
1. 𝑥𝑦 ′ +  𝑦 = 3 
2. 𝑦 ′′′ +  2  𝑦 ′′  +  𝑦 ′ = cos𝑥 
3. (𝑦 ′)2 + (𝑦 ′)2 +  3𝑦 = 𝑥2 
Pada contoh 1, 2, dan 3 di atas, lambang 𝑦 ′ , 𝑦 ′′ , dan 𝑦′′′ berturut-turut 
menyatakan turunan pertama, turunan kedua, serta turunan ketiga dari fungsi 
𝑦(𝑥) terhadap x. Dengan kata lain 𝑦′ =  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
, 𝑦′′  
𝑑2𝑦
𝑑𝑥 2
, dan 𝑦′′′=  
𝑑3𝑦
𝑑𝑥 2
. 
Persamaan diferensial merupakan suatu hubungan yang dinamis, dengan 
kata lain kualitas-kualitas yang terlibat berubah, sehingga sering kali muncul 
dalam pemodelan fenomena yang menggambarkan perubahan variabel tak bebas 
terhadap perubahan variabel babasnya.
14
 
Contoh 2 
1. Tinjau y = A sin x + B cos x, dimana A dan B adalah konstanta 
sembarang. 
Jika diturunkan diperoleh: 
                                                             
14 Bondan Alit, Kalkulus Lanjut (Yogyakarta: Graha Ilmu, 2007), h. 2-3 
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𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝐴 cos 𝑥 − 𝐵 sin 𝑥 
dan 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
=  −𝐴 sin 𝑥 − 𝐵 cos𝑥 
Jika identik dengan persamaan semula, tapi tandanya berlawanan, artinya 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
=  −𝑦 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
+  𝑦 =  0 
Karena pangkat tertinggi turunannya adalah dua maka Ini adalah merupakan 
sebuah persamaan diferensial orde dua.  
2. Bentuklah sebuah persamaan diferensial dari fungsi  𝑦 = 𝑥 +  
𝐴
𝑥
 
Kita turunkan terhadap x, diperoleh bahwa  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 1 −  𝐴𝑥−2 = 1 −  
𝐴
𝑥2
 
Dari persamaan yang diperoleh,   
𝐴
𝑥
= 𝑦 − 𝑥  
𝐴  = 𝑥(𝑦 − 𝑥) 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
 =  1 −  
𝑥(𝑦 − 𝑥)
𝑥2
 
 =   1 −  
𝑦 − 𝑥
𝑥
   
=  
𝑥 − 𝑦 + 𝑥
𝑥
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=   
2𝑥 − 𝑦
𝑥
 
𝑥 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
  = 2𝑥 − 𝑦 
Karena diturunkan satu kali maka persamaan ini adalah persamaan orde 
pertama. 
3. Bentuklah persamaan diferensial untuk  y = Ax2 + Bx 
Dari persamaan y = Ax
2
 + Bx                 
Kita turunkan terhadap x  maka didapatkan 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 2 𝐴𝑥 + 𝐵                                                                                            
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
= 2 𝐴  𝑎𝑡𝑎𝑢  𝐴 =  
1
2
 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
                                                                    
Subtitusi 2 A ke dalam  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 2 𝐴𝑥 + 𝐵:       
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑥 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
+  𝐵 
𝐵 =  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
  −  𝑥 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
 
Dengan mensubtitusi  A dan B ke dalam y = Ax
2
 + Bx, maka kita peroleh: 
𝑦   =  𝑥2  
1
2
 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
+ 𝑥  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
− 𝑥 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
  
 =  
𝑥2
2
 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
 + 𝑥 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
−  𝑥2
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
  
𝑦  = 𝑥 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
−  
𝑥2
2
 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥2
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karena pangkat tertinggi turunannya adalah dua maka persamaan ini adalah 
persamaan orde kedua. 
Persamaan diferensial parsial adalah persamaan yang memuat fungsi dari dua 
atau lebih peubah yang tidak diketahui dan turunan-turunan parsialnya terhadap 
peubah tersebut.
15
 Maka suatu persamaan diferensial parsial dapat dinyatakan dalam 
bentuk : 
𝐴
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
 + 𝐵
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
 +  𝐶
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
+  𝐷 = 0                                             
 Dengan A, B dan C adalah fungsi dari x dan y, sedangkan D adalah fungsi dari 
x, y, u , 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
  dan  
𝜕𝑢
𝜕𝑦
 . Bergantung dari nilai koefisien A, B, C. 
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Contoh 3 
𝐴
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
 + 𝐵
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
 +  
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
+  𝐷
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+  𝐸
𝜕𝑢
𝜕𝑦
+  𝐹𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 
 Persamaan di atas merupakan suatu persamaan diferensial parsial dengan 
variabel bebas x dan y dan variabel tak bebas u. u merupakan yang akan dicari, 
sedangkan A, B, C, D, E dan F adalah fungsi dari x dan y yang diketahui. 
B. Persamaan Diferensial Tak Linier 
 Suatu persamaan diferensial dikatakan linier jika tidak ada perkalian antara 
variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya. Dengan kata lain, semua 
koefisiennya adalah fungsi dari variabel-variabel bebas.
17
 
                                                             
15 Spiegel R. Murray, Matematika Lanjut untuk Para Insinyur dan Ilmuwan Edisi S1 (Jakarta: 
Erlangga, 1983), h. 276. 
16 Setiawan Agus, Pengantar Metode Numerik (Yogyakarta: Andi, 2006), h. 211  
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Secara umum persamaan diferensial Tak linier orde-n dituliskan sebagai: 
𝑎0 𝑥 𝑦
(𝑛) +  𝑎1 𝑥 𝑦
(𝑛−1) +  …+  𝑎𝑛 𝑥 𝑦 = 𝑓 𝑥                                 (1) 
di mana f(x) dan koefisien 𝑎𝑖 𝑥 , dengan i = 0, 1, 2, ... , n  tergantung hanya pada 
variabel x. Dengan kata lain, persamaan-persamaan ini tidak tergantung pada y 
ataupun pada turunan dari y.
18
 
 Suatu persamaan diferensial biasa tingkat satu derajat satu adalah suatu 
persamaan yang memuat satu variabel bebas biasanya dinamakan x, satu variabel tak 
bebas biasanya dinamakan y, dan derivatif  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
. Persamaan diferensial tingkat satu 
secara umum dapat dituliskan seperti 𝐹 𝑥, 𝑦,𝑦 ′ = 0,  jika 𝑦 ′ =   
𝑑𝑦
𝑑𝑥
, maka 
𝐹 𝑥, 𝑦,𝑦 ′ = 0 dapat ditulis 
𝐹  𝑥,𝑦,
𝑑𝑦
𝑑𝑥
  = 0                                                                 (2) 
Persamaan (2) merupakan persamaan diferensial yang dinyatakan secara 
implisit. Persamaan (2) dapat dinyatakan secara eksplisit sebagai 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥,𝑦                                                               (3) 
Contoh 4 
1. 
1
2
 𝑑 𝑥2 + 𝑦2 = 0  merupakan persamaan diferensial implicit 
2. 𝑦 
𝑑𝑦
𝑑𝑥
= 𝑥  merupakan persamaan diferensial eksplisit. 
                                                                                                                                                                             
17
Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple, h. 3 
18 Marwan dan Munsir Said, Persamaan Diferensial (Yogyakarta: Graha Ilmu, 2009), h.7 
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Persamaan diferensial tingkat dua secara umum dapat dituliskan seperti 
𝐹 𝑥, 𝑦,𝑦 ′ , 𝑦 ′′  = 0, dengan notasi yang jelas untuk persamaan tingkat tinggi, 
sehingga persamaan sering kali diasumsikan dapat diselesaikan untuk derivatif 
tertinggi dan dituliskan 𝑦 ′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦 ′). 
Contoh 5 
1. 1 +  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
 
2
= 3 
𝑑2𝑦
𝑑𝑥 2
  adalah persamaan diferensial biasa tingkat dua derajat 
satu. 
2. 
𝜕2𝑢
𝜕𝑥 2
 .
𝜕2𝑢
𝜕𝑦 2
−   
𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝜕𝑦
 
2
= 0 adalah persamaan diferensial biasa tingkat dua 
derajat dua. 
Orde atau tingkat dari suatu persamaan diferensial ditentukan oleh tingkat 
derivatif yang tertinggi yang terdapat pada persamaan tersebut, sedangkan Derajat / 
pangkat dari suatu persamaan diferensial adalah pangkat dari derivatif yang 
mempunyai tingkat tertinggi dari persamaan tertentu  
Bentuk umum persamaan diferensial orde dua yaitu : 
𝑦 ′′ + 𝑎 𝑦 ′ + 𝑏 𝑦 = 𝑓 𝑥                                                      (4) 
Jika f(x) = 0 maka persamaan diferensial di atas persamaan diferensial homogen, 
sedangkan jika  f(x) ≠ 0 maka dinamakan persamaan diferensial tak homogen.19 
 
                                                             
19
 Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple, h.  4-12. 
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Contoh 6 
1. Persamaan diferensial 𝑥𝑦′′ + 𝑦 ′ sin 𝑥 + 3𝑦 = 0 adalah persamaan diferensial Tak 
linier orde dua homogen karena f(x) = 0. 
2. Persamaan diferensial 𝑥𝑦 ′′ + 𝑥2𝑦 ′ + 4𝑦 = sin 𝑥 adalah persamaan diferensial 
orde dua tak homogen karena f(x) ≠ 0. 
 
C. Persamaan Diferensial Tak linier Homogen dengan Koefisien Konstan 
Persamaan diferensial homogen orde-n dengan koefisien konstan, 
persamaaan yang mempunyai bentuk umum: 
Persamaan linear orde n dengan koefisien konstan 
    )5(00
'
1
1
1 

 ayayaya
n
n
n
n   
dengan .0na
20
  
Dalam menentukan solusi persamaan diferensial homogen dilakukan hal berikut : 
Misalkan 
rxey   merupakan solusi persamaan diferensial homogen yaitu 
0'"  cybyay . Dengan mensubstitusikan solusi tersebut dan turunannya ke 
dalam persamaan diferensial didapatkan :  
rxrey '   
rxery 2"    
 
                                                             
20
Mohamed Amine Khamsi .(http : / / www.sosmath.com / differentia l/ equation / byparts / 
byparts . html ). diakses tanggal 2 januari 2013 
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Sehingga diperoleh, 
      0'"  ycybya  
      0'"  rxrxrx ecebea  
      02  rxrxrx ecrebera  
      02  rxrxrx cebreear
 
  02  cbrarerx  
Sebab  xe
rx ,0 , maka 02  cbrar  disebut persamaan 
karakteristik dari persamaan diferensial.
21
 Akar persamaan karakteristik dari 
persamaan diferensial adalah : 
a
Db
a
acbb
r
2
2
42
1




   dan   
a
Db
a
acbb
r
2
2
42
2




 
Kemungkinan nilai 1r dan 2r  bergantung dari nilai D, yaitu : 
a. Bila 0D maka 21 rr   (akar real dan berbeda) 
Jika akar-akar persamaan karakteristik adalah riil dan semuanya berbeda, maka 
solusi persamaan 
xrxrxr neee ,,, 21   merupakan bilangan real dan berbeda, 21 rr  . Maka 
xr
ey 11   dan 
xr
ey 22   
nn ycycycy  2211  
                                                             
21Danang Mursita, Matematika untuk Perguruan Tinggi. (Bandung:Rekayasa Sains.2011), 
h.234 
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 621 21
xr
n
xrxr nececec    
Dimana 
xrxrxr neee ,,, 21   bebas linear pada interval  x  
Contoh 7 : 
Tentukan solusi umum (solusi homogen) persamaan diferensial : 
04242 '"'"  yyyy . 
Jawab : 
Untuk penyederhanaan, bagilah persamaan tersebut dengan 2, diperoleh
022 "'"  yyy  subtitusikan 
rxey  ,diperoleh persamaan karakteristik, yaitu : 
    0211
022 23


rrr
rrr
 
akar – akarnya adalah : ,1,1 21  rr dan 23 r . Jadi solusi umumnya adalah 
xxx ecececy 2321 

 
b. Bila 0D maka 21,mm  merupakan bilangan kompleks  (imajiner) 
Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar kompleks, maka akar-akar 
kompleks tersebut mempunyai bentuk  i . Jika tidak ada akar yang sama, maka 
solusi umumnya (solusi homogen) adalah 
xr
n
xrxr
h
necececy  21 21 . Sehingga 
solusi kompleks  xie   dan 
  ,xie   yang mempunyai solusi riilnya 
xexe xx   sin,cos . Jadi, solusi umum (solusi homogen) persamaan diferensial yang 
mempunyai akar-akar kompleks adalah kombinasi linear dari solusi-solusinya, atau  
24 
 
(7)                                                      sincos 21 xecxecy
xx
h 
   
 
Contoh 8 : 
Tentukan solusi umum (solusi homogen) persamaan diferensial 0 yy iv .  
Jawab : 
Subtitusikan 
rxey  , diperoleh persamaan karakteristik, yaitu : 
014 r  
   011 22  rr  
Untuk mendapatkan nilai 21, rr  digunakan rumus abc dimana ,0,1  ba dan 1c  
  012 r  
a
acbb
r
2
42
2,1

  
   
  
 12
114
2,1

r  
   
2
4
2,1

r  
   12,1 r  
Untuk mendapatkan nilai 33 , rr  digunakan rumus abc dimana ,0,1  ba dan 1c  
  012 r  
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a
acbb
r
2
42
4,3

  
   
  
 12
114
4,3

r  
   
2
4
2,1

r  
   
2
41
2,1

r  
    12,1 ir   
   ir 2,1  
Jadi akar-akarnya adalah irrr  321 ,1,1  dan ir 4  
Jadi solusi umumnya adalah xcxcececy
xx sincos 4321 

 
c. Bila 0D maka 21 mm   (akar real dan sama) 
Jika persamaan karakteristik mempunyai akar-akar yang sama, maka solusi 
umumnya tidak lagi mempunyai bentuk seperti persamaan (6), tetapi mempunyai 
bentuk berikut : 
xrsxrxrxr exexxee 1111 12 ,,,,  . Jika akar-akarnya berulang sebanyak s 
kali  ns  , maka solusi umum (solusi homogen) persamaan (6) adalah 
(8)                                                       111 121
xrs
n
xrxr
excxececy    
Jika akar-akar kompleks berulang sebanyak s kali, maka solusi umumnya adalah
22
 :  
 xxecxxecxecxecy xxxx   sincossincos 4321  
                                                             
22 Heris Herdiana. Persamaan Diferensial. Bandung:Pustaka.2011, h.154-157 
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(9)                                                        sincos 11 xexcxexc xsn
xs
n 
    
Contoh 9 : 
Tentukan solusi umum (solusi homogen)persamaan diferensial:  
033 '"'"  yyyy .  
Jawab : 
Persamaan karakteristiknya adalah : 0133 23  rrr yang mempunyai akar yang 
sama yaitu 1. Jadi solusi umumnya adalah : 
xxx excxececy 2321  .
23 
D. Persamaan Diferensial Tak linier Tak Homogen dengan Koefisien Konstan 
Persamaan Diferensial Tak Linear Tak Homogen adalah persamaan 
diferensial yang mempunyai bentuk 
(10)                                   0)()(  dyrqypxdxcbyax  
dengan rqpcba ,,,,, adalah konstanta. 
Untuk menyelesaikan PD tersebut, terlebih dahulu harus perhatikan 
kemungkian-kemungkinan yang terjadi, yaitu : 
1. Jika
r
c
q
b
p
a
  atau 0bpaq   
2. Jika 
r
c
q
b
p
a
   atau   aq – bp = 0 
                                                             
23Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple, h. 107-108. 
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3. Jika m
r
c
q
b
p
a
  
Terdapat kemungkinan bahwa akar-akar yang muncul di ruas kanan pada 
persamaan tersebut adalah lebih dari sekali. Untuk setiap akar dihitung berapa kali 
muncul di ruas kanan persamaan dan bilangan tersebut dinamakan dengan 
kerangkapan (multiplicity). 
Defenisi 6 
Bentuk umum persamaan diferensial orde dua yaitu : 
𝑦 ′′ + 𝑎 𝑦 ′ + 𝑏 𝑦 = 𝑓 𝑥                                                                   (11) 
jika f(x) = 0 maka persamaan diferensial di atas persamaan diferensial homogen, 
sedangkan jika  f(x) ≠ 0 maka dinamakan persamaan diferensial tak homogen.24 
Contoh 10 
1. Persamaan diferensial 𝑥𝑦′′ + 𝑦 ′ sin 𝑥 + 3𝑦 = 0 adalah persamaan diferensial Non 
linier orde dua homogen karena g(x) = 0. 
2. Persamaan diferensial 𝑥𝑦 ′′ + 𝑥2𝑦 ′ + 4𝑦 = sin 𝑥 adalah persamaan diferensial 
orde dua tak homogen karena g(x) ≠ 0. 
 
 
                                                             
24
 Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian Manual 
dan Menggunakan Maple, h.  4-12. 
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E. Metode Transformasi Laplace 
Misalkan F(t) suatu fungsi dari t yang ditentukan untuk t > 0. Maka 
Transformasi Laplace dari F(t), yang dinyatakan oleh ℒ{𝐹 𝑡 }, didefinisikan 
sebagai 
ℒ  𝑓 𝑡  =  𝐹 𝑠 =   𝑒−𝑠𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡
∞
0
=     lim
𝑏→∞
 𝑒−𝑠𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑏
0
                         (12) 
Transformasi Laplace dari F(t) dikatakan ada apabila integral (12) 
konvergen untuk beberapa harga  s, bila tidak demikian maka transformasi 
Laplace-nya tidak ada.
25
 
Teorema 1 
Jika F(t) adalah kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang berhingga  
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁 dan eksponensial berorde 𝛾 untuk t > N, maka Transformasi Laplace-
nya f (s) ada untuk semua 𝑠 > 𝛾.26 
Bukti : 
Untuk setiap bilangan positif  N  kita peroleh  
 𝑒−𝑠𝑡  𝐹 𝑡 𝑑𝑡
∞
0
=  𝑒−𝑠𝑡  𝐹 𝑡 𝑑𝑡
𝑁
0
+   𝑒−𝑠𝑡  𝐹 𝑡 𝑑𝑡
∞
𝑁
 
                                                             
25 Prayudi, Matematika Teknik Persamaan diferensial, Transformasi Laplace, Deret 
Fourier, h. 234 
26  Spiegel R. Murray, Teori dan Soal-Soal Transformasi Laplace  (Jakarta: Erlangga, 1999), 
h. 1-2 
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Karena F(t) kontinu secara sebagian-sebagian dalam setiap selang terbatas  
0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑁, hingga integral pertama dari ruas kanan ada dan integral kedua di 
ruas kanan ada. 
Misalkan F(t) adalah 𝑒𝛾𝑡  ( eksponensial berorde 𝛾 untuk t >N ) karena fungsi 𝑒𝛾𝑡  
merupakan fungsi non linear.  
 𝑒−𝑠𝑡  𝐹 𝑡 𝑑𝑡
∞
0
    ≦    (𝑒−𝑠𝑡  𝐹 𝑡 )𝑑𝑡
∞
0
 
≦     𝑒−𝑠𝑡𝑒𝛾𝑡   𝑑𝑡   
∞
0
 
Berdasarkan persamaan (12), maka 
≦     𝑒−𝑠𝑡𝑒𝛾𝑡   𝑑𝑡   
∞
0
=  lim
𝑏→∞
 𝑒𝛾𝑡  𝑒−𝑠𝑡  𝑑𝑡 
𝑏
0
 
 =   lim
𝑏→∞
  𝑒−(𝑠−𝛾)𝑡  𝑑𝑡 
𝑏
0
 
=   lim
𝑏→∞
 −
1
𝑠 − 𝛾
 𝑒−(𝑠−𝛾)𝑡 
0
𝑏
 
=   −
1
𝑠 − 𝛾
   lim
𝑏→∞
 
1
𝑒− 𝑠−𝛾 𝑡
 
0
𝑏
 
=   −
1
𝑠 − 𝛾
   lim
𝑏→∞
 
1
𝑒− 𝑠−𝛾 𝑡
 
0
𝑏
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= −
1
𝑠 − 𝛾
. (0 − 1) 
=   
1
𝑠 − 𝛾
  
Jadi transformasi Laplace ada untuk s > 𝛾.  
Contoh 10 
Dengan menggunakan definisi, terntukanlah transformasi Laplace, 𝐹 𝑠 =  ℒ{𝑓},  
dengan fungsi-fungsi berikut: 
1. 𝐹 𝑡 =  𝑒𝑎𝑡 , dengan  𝑡 ≥ 0 dan 𝛼 konstanta tak nol 
2. 𝐹 𝑡 =  𝑡,  
Penyelesaian: 
1. Bila 𝐹 𝑡 =  𝑒𝑎𝑡 , menurut definisi transformasi Laplace untuk fungsi F(t) =  
𝑒𝑎𝑡  diberikan oleh: 
ℒ  𝑒𝑎𝑡       =      𝑒𝑎𝑡  𝑒−𝑠𝑡  𝑑𝑡 
∞
0
 
=  lim
𝑏→∞
 𝑒𝑎𝑡  𝑒−𝑠𝑡  𝑑𝑡 
𝑏
0
 
=   lim
𝑏→∞
  𝑒−(𝑠−𝑎)𝑡  𝑑𝑡 
𝑏
0
 
=   lim
𝑏→∞
 −
1
𝑠 − 𝑎
 𝑒−(𝑠−𝑎)𝑡 
0
𝑏
 
=   −
1
𝑠 − 𝑎
   lim
𝑏→∞
 
1
𝑒− 𝑠−𝑎 𝑡
 
0
𝑏
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=   −
1
𝑠 − 𝑎
   lim
𝑏→∞
 
1
𝑒− 𝑠−𝑎 𝑡
 
0
𝑏
 
= −
1
𝑠 − 𝑎
. (0 − 1) 
  =   
1
𝑠 − 𝑎
  
2. Bila F(t) = 𝑡 menurut definisi transformasi Laplace dari 𝑡 diberikan oleh: 
  


`
0
)}({ dttetFL st                 
Dimisalkan dttu  
  
maka  dtdu    
Dimisalkan dtedv st
  
maka  dtev
st

   
      
ste
s
v 
1
 
  maka 
      duvuv  
 
             dtee
s
t
p
stst
p 









0
1
lim  
             
p
stst
p
e
s
te
s 0
1
lim
1






 

 
             
p
spsp
p
e
s
ee
s
pe
s 0
00 10
1
lim
1












 

 
                












ss
1
000
1
 
             






ss
1
0
1
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2
1
s
        
 
A. Sifat-Sifat Transformasi Laplace 
Adapun sifat-sifat Transformasi Laplace adalah sebagai berikut: 
1. Terbatas Eksponensial 
Fungsi 𝑓 𝑡  disebut terbatas eksponensial pada interval [a, b] bila terdapat 
bilangan real M dan r sehingga berlaku  𝑓(𝑡)  ≤ 𝑀𝑒𝑟𝑡  untuk setiap 
𝑡 𝜖 [𝑎, 𝑏]. 
2. Sifat Keberadaan Transformasi Laplace. 
Transformasi Laplace dari 𝑓 𝑡  dengan 𝑡 ≥ 0 ada bila 𝑓(𝑡) kontinu 
bagian demi bagian dan terbatas eksponensial untuk 𝑡 ≥ 0. 
3. Sifat Ketunggala Transformasi Laplace. 
Transformasi Laplace dari suatu fungsi adalah tunggal yaitu bila 𝐹1(𝑠) dan 
𝐹2(𝑠) merupakan Transformasi Laplace dari 𝑓 𝑡  maka 𝐹1 𝑠 =  𝐹2(𝑠). 
4. Sifat Linier Transformasi Laplace. 
Dengan menggunakan definisi (6) didapatkan bahwa Transformasi 
Laplace mempunyai sifat linier, 
ℒ  𝑎 𝑓 𝑡 +  𝑏 𝑔 𝑡  =   𝑒−𝑠𝑡   𝑎 𝑓 𝑡 +  𝑏 𝑔 𝑡   𝑑𝑡
∞
0
 
      = 𝑎  𝑒−𝑠𝑡
∞
0
 𝑓 𝑡  𝑑𝑡 + 𝑏  𝑒−𝑠𝑡
∞
0
 𝑔 𝑡  𝑑𝑡       (13) 
      = 𝑎 𝐹 𝑠 +  𝑏 𝐺(𝑠) 
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Invers dari Tranformasi Laplace juga mempunyai sifat linier, karena: 
ℒ−1 (𝑐 𝐹 𝑠 +  𝑑 𝐺 𝑠 =  ℒ−1   ℒ  𝑐 𝑓 𝑡 +  𝑑 𝑔 𝑡    
= 𝑐 𝑓 𝑡 +  𝑑 𝑔 𝑡                                       (14) 
= 𝑐 ℒ−1   𝐹(𝑠) +  𝑑 ℒ−1  𝐺(𝑠) .27 
 
1. Invers Transformasi  Laplace 
Jika transformasi Laplece suatu fungsi f(t) adalah F(s), yaitu  ℒ  𝑓 𝑡  =
𝐹(𝑠), maka  f(t) disebut invers transformasi Laplace dari F(s) dan ditulis:  
ℒ−1   𝐹 𝑠  = 𝑓 𝑡 ,               
 Dengan ℒ−1 dinamakan operator transformasi Laplace invers. 
Fungsi invers transformasi Laplace tunggal. Berikut diberikan pada teorema 
berikut. 
 Teorema 2 
Jika f dan g  fungsi kontinu untuk t ≥ 0 dan mempunyai transformasi laplace F  
maka f(t) = g(t) untuk setiap t ≥ 0.28 
Bukti: 
Sifat transformasi Laplace juga berlaku pada invers transformasi Laplace. Suatu 
transformasi Laplace misalkan F(s) dinyatakan 
𝐹 𝑠 =  𝑓1 𝑠 +  𝑓2 𝑠 +  …+  𝑓𝑛(𝑠) 
                                                             
 27   Mursita Danang, Matematika Lanjut untuk Perguruan Tinggi, h. 3 
28 Nugroho Didit Budi, Persamaan Diferensial Biasa dan Aplikasinya Penyelesaian 
Manual dan Menggunakan Maple, h. 154-155 
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andaikan  𝑓1 𝑡 = ℒ
−1 𝑓1 𝑠  ,   𝑓2 𝑡 = ℒ
−1 𝑓2 𝑠  ,… , 𝑓𝑛(𝑡)ℒ
−1 𝑓𝑛  𝑠     
maka fungsi 𝑓 𝑡 =  𝑓1 𝑡 +  𝑓2 𝑡 +  …+  𝑓𝑛 (𝑡) mempunyai transformasi yaitu 
F(s). Dengan menggunakan sifat ketunggalan di peroleh: 
ℒ−1 𝐹 𝑠   =  ℒ−1 𝐹1 𝑠  +  ℒ
−1 𝐹2 𝑠  +  …+ ℒ
−1 𝐹𝑛 𝑠   
 Jadi, invers transformasi Laplace  ℒ−1 juga merupakan operator linier. 
2. Menyelesaikan Patrial Fraction dari Transformasi Laplace 
Di dalam penggunaannya, transformasi laplace seringkali melibatkan 
bentuk 
)(
)(
sP
sQ
 dengan banyak fraksi, dimana P(s) dan Q(s) merupakan suku 
polinomia. Oleh karenanya, terlebih dahulu dipelajari bagaimana fraksi-fraksi 
yang terlibat atau dihasilkan diubah ke fraksi pecahan (partial fraction) agar 
didapatkan solusi dari persamaan diferensial bias. Jadi, terlebih dahulu dipelajari 
bagaimana menggunakan partial fraction sebelum memecahkan persamaan 
diferensial biasa. 
Mengubah Fraction menjadi partial franction 
Jika: 
     n
n
as
a
as
a
as
a
sP
sQ





 .....
)(
)(
2
2
1
1  
Dengan    nasasassP  ....)()( 21  
Maka terdapat tiga kemungkinan dari P(s) 
a. )(sP  akar-akarnya riil dan berbeda. Tuliskan masing factor P(s), dan 
tambahan koefisien yang sesuai (A, B, dst) pada bagian pembilang 
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Contoh 11: 
1. 
   3134
1
2 





s
B
s
A
ss
s
 
2. 
      1212
1




 s
B
s
A
ss
 
b. P(s) akar-akarnya riil dan sama, yaitu .....21 naaa   Jika 
 nas
a
sP
sQ
1
1
)(
)(

  
Maka uraian menjadi: 
         n
n
k
k
k
k
as
a
as
a
as
a
as
a
as
a
sP
sQ











 ..........
)(
)(
1
1
2
1
2
1
1
 
Contoh 12: 
     222 333
1
96
1






 s
B
s
A
sss
 
c. Jika akar-akarnya merupakan bilangan pasangan bilangan kompleks 
biaabiaa  21 ,  
     n
n
as
a
as
a
bas
BsA
sP
sQ






 ......
)(
)(
3
3
22
 
Contoh 13:  
  221
1
2
1
223 

 sssss  
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Cara perhitungan Transformasi Laplace dengan pengintegralan, 
sangat memakan waktu. Untuk dapat memanfaatkan Transformasi Laplace 
ini, terdapat tabel Transformasi Laplace seperti pada Tabel 1. 
Tabel 1. Tansformasi Laplace dari Beberapa Fungsi  
No. f (t) F (s) 
1. 𝛿(𝑡) 1 
2. u(t) 
1
𝑠
 
3. t  
1
𝑠2
 
4. 𝑒−𝑎𝑡  
1
𝑠 + 𝑎
 
5. 𝑡𝑒−𝑎𝑡  
1
(𝑠 + 𝑎)2
 
6. sin 𝜔𝑡 
𝜔
𝑠2 +  𝜔2
 
7. cos  𝜔𝑡 
𝑠
𝑠2 +  𝜔2
 
8. 𝑡𝑛  
𝑛!
𝑠𝑛+1
 
9. 𝑡𝑛  𝑒−𝑎𝑡  
𝑛!
(𝑠 + 𝑎)𝑛+1
 
10. 
1
𝑏 − 𝑎
  𝑒−𝑎𝑡 −  𝑒−𝑏𝑡  
1
 𝑠 + 𝑎 (𝑎 + 𝑏)
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F. Integral Parsial 
Fungsi integran yang pengintegralannya tidak dapat dibawa kebentuk 
dasar. Salah satu cara untuk penyelesaiannya dengan metode integral parsial.
29
  
Jika u dan v adalah fungsi, aturan perkaliannya menghasilkan 
    '''' vuuvuvvuuvuvDD xx   
yang dapat ditulis kembali dalam istilah antiturunan sebagai berikut : 
  dxvudxuvuv
''  
Sekarang,  dxuv
'  dapat ditulis sebagai  dvu  dan  dxvu
' dapat ditulis 
sebagai  duv . Untuk   dvudxuv
' , dimana setelah integrasi di sebelah 
kanan, variabel v diganti dengan fungsi yang bersesuaian dari x. Sebenarnya, 
menurut aturan rantai      dvuDdvuD vx . 'uvvDx  . Maka, 
  dxuvdvu
' . Secara serupa dxvuduv  
' . Jadi,   duvdvuuv  dan 
karena itu,  
  duvuvdvu    (integrasi parsial) 
Tujuan integrasi parsial adalah untuk menggantikan integrasi yang “sulit” 
 dvu  dengan integrasi yang “mudah”  duv .
30
 
 
 
                                                             
29Wikaria Gazali dan Soedadyatmodjo. Kalkulus. Yogyakarta : Graha Ilmu. 2007.h.147  
30 Frank Ayres, JR. Kalkulus Edisi Empat. (Jakarta:Penerbit Erlangga.1999),h.178-179 
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Contoh 14 : Tentukan  dxxx ln . 
Untuk menggunakan rumus integrasi integral parsial, kita harus membagi 
integran dxxx ln  menjadi dua “bagian” u  dan dv  sehingga kita dapat dengan 
mudah menentukan v  dengan integrasi dan juga dengan mudah menentukan 
 duv . Dalam contoh ini, dimisalkan xu ln  dan dxxdv  . Kemudian kita 
dapat menetapkan 2
2
1
xv   dan catatan bahwa dx
x
du
1
 . Jadi, rumus integrasi 
parsial menghasilkan : 
2
2
11
ln
xvdx
x
du
dxxdvxu


 
  
  














dx
x
xxx
duvuvdvudxxx
1
2
1
2
1
ln
ln
22
 
           dxxxx 2
1
ln
2
1 2
 
                                              
  Cxx
Cxxx


1ln2
4
1
4
1
ln
2
1
2
22
 
Pada baris pertama, kita menempatkan u  dan dv . Pada baris kedua,kita 
menempatkan u  dan dv . Hasil yang dikehendaki dari rumus integral parsial 
 duvuv  dapat diperoleh dengan pertama-tama mengalikan sudut kiri atas u  
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dengan sudut kanan bawah v , dan kemudian mengurangkan integral perkalian 
duv  dari dua masukan v  dan du  pada baris kedua. 
Contoh 15 : Tentukan  dxxe
x .  
Misalkan xu   dan dxedv x . Kita dapat menggambarkannya di bawah ini : 
x
x
evdxdu
dxedvxu


 
Maka, 
  duvuvdxxe
x     
 dxexe
xx  
Cexe xx   
  Cxe x  1  
G. Sistem Fisis Persamaan Osilasi Harmonik Teredam 
Saat ini masih banyak anggapan bahwa tidak ada gaya gesekan yang bekerja 
pada osilator. Jika anggapan ini dipegang, maka bandul atau beban pada pegas akan 
berosilasi terus menerus. Pada kenyataannya, amplitudo osilasi berkurang sedikit 
demi sedikit sampai akhirnya menjadi nol karena pengaruh gesekan. Dikatakan 
bahwa gerakan teredam oleh gesekan dan disebut osilasi teredam. Gesekan seringkali 
muncul dari gesekan udara atau gaya dalam. Besar gaya gesekan biasanya bergantung 
kepada laju. Dalam banyak hal, gaya gesekan sebanding dengan kecepatan, tetapi 
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arahnya berlawanan. Contoh dari osilasi teredam misalnya adalah pada shock 
absorber mobil.  
Shock absorber merupakan komponen penting suatu kendaraan yaitu dalam 
sistem suspensi, yang berguna untuk meredam gaya osilasi dari pegas. Shock 
absorber berfungsi untuk memperlambat dan mengurangi besarnya getaran gerakan 
dengan mengubah energi kinetik dari gerakan suspensi menjadi energi panas yang 
dapat dihamburkan melalui cairan hidrolik. 
Peredam kejut (shock absorber) pada mobil memiliki komponen pada bagian 
atasnya terhubung dengan piston dan dipasangkan dengan rangka kendaraan. Bagian 
bawahnya, terpasang dengan silinder bagian bawah yang dipasangkan dengan roda.  
Fluida kental menyebabkan gaya redaman yang bergantung pada kecepatan 
relatif dari kedua ujung unit tersebut. Hal ini membantu untuk mengendalikan 
guncangan pada roda.  
Konstruksi shock absorber itu terdiri atas piston, piston rod dan tabung. Piston 
adalah komponen dalam tabung shock absorber yang bergerak naik turun di saat 
shock absorber bekerja. Sedangkan tabung adalah tempat dari minyak shock absorber 
dan sekaligus ruang untuk piston bergerak naik turun. Dan yang terakhir adalah 
piston rod adalah batang yang menghubungkan piston dengan tabung bagian atas 
(tabung luar) dari shock absorber. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada gambar 
berikut: 
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Gambar 1.  Detail struktur shock absorber 
Shock absorber bekerja dalam dua siklus yakni siklus kompresi dan siklus 
ekstensi. 
1. Siklus kompresi (penekanan)  
Saat shock absorber ditekan karena gaya osilasi dari pegas suspensi, maka 
gerakan yang terjadi adalah shock absorber mengalami pemendekan ukuran. 
Siklus kompresi terjadi ketika piston bergerak ke bawah, menekan fluida hidrolik 
di dalam ruang bawah piston. Dan minyak shock absorber yang berada dibawah 
piston akan naik keruang atas piston melalui lubang yang ada pada piston. 
Sementara lubang kecil (orifice) pada piston tertutup karena katup menutup 
saluran orifice tersebut. Penutupan katub ini disebabkan karena peletakan katup 
yang berupa membran (plat tipis) dipasangkan dibawah piston, sehingga ketika 
minyak shock absorber berusaha naik ke atas maka katup membran ini akan 
terdorong oleh shock absorber dan akilbatnya menutup saluran orifice. Jadi 
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minyak shock absorber akan menuju ke atas melalui lubang yang besar pada 
piston, sementara minyak tidak bisa keluar melalui saluran oriface pada piston. 
Pada saat ini shock absorber tidak melakukan peredaman terhadap gaya osilasi 
dari pegas suspensi, karena minyak dapat naik ke ruang di atas piston dengan 
sangat mudah. 
2. Siklus ekstensi (memanjang)  
Pada saat memanjang piston di dalam tabung akan begerak dari bawah 
naik ke atas. Gerakan naik piston ini membuat minyak shock absorber yang sudah 
berada diatas menjadi tertekan. Minyak shock absorber ini akan mencari jalan 
keluar agar tidak tertekan oleh piston terus. Maka minyak ini akan mendorong 
katup pada saluran oriface untuk membuka dan minyak akan keluar atau turun ke 
bawah melalui saluran oriface. Pada saat ini katup pada lubang besar di piston 
akan tertutup karena letak katup ini yang berada di atas piston. Minyak shock 
absorber ini akan menekan katup lubang besar, piston ke bawah dan mengaakibat 
katup ini tertutup. Tapi letak katup saluran oriface membuka karena letaknya 
berada di bawah piston, sehingga ketika minyak shock menekan ke bawah katup 
ini membuka. Pada saat ini minyak shock absorber hanya dapat turun ke bawah 
melalui saluran orifice yang kecil. Karena salurannya yang kecil, maka minyak 
shock absorber tidak akan bisa cepat turun ke bawah alias terhambat. Di saat 
inilah shock absorber melakukan peredaman terhadap gaya osilasi pegas suspensi. 
Tipikal mobil atau truk ringan akan memiliki lebih banyak perlawanan selama 
siklus ekstensi daripada siklus kompresi. Semua peredam kejut modern adalah 
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kecepatan-sensitif – suspensi semakin cepat bergerak, semakin banyak 
perlawanan yang shock breker sediakan. Hal ini memungkinkan guncangan untuk 
menyesuaikan diri dengan kondisi jalan dan untuk mengontrol semua gerakan 
yang tidak diinginkan yang dapat terjadi dalam kendaraan yang bergerak. Secara 
sederhana shock absorber merupakan pengaplikasian dari gerak osilasi harmonik 
yang teredam. 
 
Gambar 2. Sistem fisis pada shock absorber 
Bila peredaman diperhitungkan, maka gaya peredam juga berlaku pada massa. 
Bila bergerak dalam fluida benda akan mendapatkan redaman karena kekentalan 
fluida. Gaya akibat kekentalan ini sebanding dengan kecepatan benda. Konstanta 
akibat kekentalan (viskositas) adalah c dengan satuan N s/m (SI). 
Persamaan osilasi teredam diberikan oleh hukum gerak kedua, 𝐹 = 𝑚𝑎, 
dengan 𝐹 merupakan jumlah dari gaya pemulih – 𝑘𝑦 dan gaya redaman – 𝑐
𝑑𝑦
𝑑𝑡
 dalam 
hal ini 𝑐 adalah konstanta positif. Diperoleh bahwa 
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  maF  
Karena 𝐹 merupakan jumlah dari gaya pemulih dan gaya redaman, sedangkan 𝑎 
merupakan percepatan dalam artian bentuk kestabilan pada bentuk orde dua pada 
gaya redaman sehingga diperoleh 
2
2
dt
yd
m
dt
dy
cky 
 
Kedua ruas dijumlahkan 
dt
dy
cky  sehingga bentuk aljabar diperoleh 
0
2
2
 ky
dt
dy
c
dt
yd
m  
dalam osilasi teredam sebenarnya masih terdapat gaya lain yang bekerja berupa gaya 
paksaan. Dalam hal ini, dimisalkan gaya paksaan yang diberikan terhadap sistem 
yang telah disebutkan adalah tF cos0 . Di sini 0F  adalah harga dari gaya eksternal 
dan   adalah frekuensi sudutnya. Untuk jelasnya, dapat kita bayangkan bahwa gaya 
eksternal tersebut diberikan langsung pada massa yang digantungkan pada pegas. 
Maka kita peroleh persamaan: 
  maF  
2
2
0 cos
dt
yd
mtF
dt
dy
cky    
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(13)                                     cos02
2
tFky
dt
dy
c
dt
yd
m   
Keterangan : 
F
   
= Gaya 
c    = Konstanta akibat kekentalan (viskositas) 
0F     = Besar dari gaya eksternal  
     = Frekuensi sudut 
m    = Massa 
a    = Percepatan   
dt
dy
   = Perubahan Gaya Redaman 
k    = Konstanta Pegas 
 
H. Integrasi Ilmu Agama 
 
Al-Quran merupakan kitab suci yang banyak menyimpan rahasia-rahasia 
baik dalam dunia nyata maupun ghaib, baik kehidupan masa sekarang ataupun 
masa yang akan datang, dan kini mulai banyak dikaji oleh para ilmuwan. Karena 
tanpa disadari bahwa Al-Quran sebenarnya menjadi acuan dalam berbagai hal 
bukan hanya sekedar sebagai pelengkap.  
Sesungguhnya Allah Swt. menunjukkan tanda-tanda kekuasaan-Nya 
kepada hamba-Nya melalui dua jalur, yaitu jalur formal yang berupa ayat-ayat 
qauliyah dan jalur non formal yang berupa ayat-ayat kauniyah. Ayat-ayat 
qauliyah merupakan suatu kalam Allah Swt yang diturunkan secara formal 
kepada Nabi Muhammad Saw. Sedangkan ayat-ayat kauniyah merupakan suatu 
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fenomena alam dimana fenomena alam yang terjadi merupakan ciptaan Allah Swt 
sekaligus sebagai tanda kebesaran-Nya di bumi ini, sehingga merupakan jalur non 
formal dan manusia sendirilah yang nantinya mengeksplorasinya. Dimana upaya 
tersebut dikenal sebagai sains, dan aplikasinya disebut teknologi. Jika berbicara 
tentang sains, maka tidak lepas dari matematika. Jauh sebelumnya, umat Islam 
telah menyadari bahwa Al-Qur’an terdapat banyak penjelasan akan ilmu 
matematika.
31
  
Allah Swt. berfirman dalam surah Q.S Al-Maidah 5/65-66 : 
                             
                             
                         
                              
     
 
Terjemahnya :  
“Hai Nabi, kobarkanlah semangat para mukmin untuk berperang. Jika ada dua 
puluh orang yang sabar diantaramu, niscaya mereka akan dapat mengalahkan 
dua ratus orang musuh. Dan jika ada seratus orang yang sabar diantaramu, 
niscaya mereka akan dapat mengalahkan seribu dari pada orang kafir, 
disebabkan orang-orang kafir itu kaum yang tidak mengerti. Sekarang Allah 
Telah meringankan kepadamu dan Dia telah mengetahui bahwa padamu ada 
kelemahan. Maka jika ada diantaramu seratus orang yang sabar, niscaya mereka 
                                                             
31 Drs. Abdul Rahman, M.Pd dan Nursalam, M.Si. 2007.  Persamaan Diferensial Biasa 
Teori dan Aplikasi. Makassar : Tim Penulis,hal.1 
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akan dapat mengalahkan dua ratus orang kafir; dan jika diantaramu ada seribu 
orang (yang sabar), niscaya mereka akan dapat mengalahkan dua ribu orang, 
dengan seizin Allah. dan Allah beserta orang-orang yang sabar.” (Q.S. Al-
Maidah: 5)
32
 
 
Pada ayat 65 disebutkan bahwa 20 orang mukmin yang sabar akan 
mengalahkan 200 orang kafir, dan 100 orang mukmin yang sabar akan mengalahkan 
1000 orang kafir. Sedangkan pada ayat 66 disebutkan bahwa, karena adanya 
kelemahan, 100 orang mukmin yang sabar akan mengalahkan 200 orang kafir, dan 
1000 orang mukmin yang sabar akan mengalahkan 2000 orang kafir. Meskipun ayat 
tersebut berbicara dalam konteks perjuangan antara orang-orang beriman dengan 
orang-orang kafir, akan tetapi pada sisi yang lain penyebutan angka-angka pada 
kedua ayat tersebut, terdapat pula konsep matematika. 
Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyak manfaatnya dalam 
kehidupan sehari-hari dan memiliki peranan penting untuk ilmu pengetahuan lain 
seperti fisika, biologi, kimia dan ilmu-ilmu lainnya. Sehingga matematika banyak 
digunakan untuk memecahkan masalah-masalah yang dihadapi dalam bidang sains 
dan teknologi dimana sering ditemukan masalah-masalah yang penyelesaiannya tidak 
dapat dicari dengan hanya menggunakan rumus atau konsep yang sudah ada. Karena 
adanya permasalahan mengenai kuantitas bahwa perubahan terus menerus yang 
berkaitan dengan waktu dapat digambarkan dengan suatu persamaan diferensial. 
 Jika berbicara tentang ilmu jauh sebelumnya umat Islam telah menyadari 
bahwa Al-Qur’an terdapat banyak penjelasan akan ilmu matematika.  
                                                             
32 Departemen Agama RI, Alqur’an dan Terjemahannya, (Jakarta: Lembaga Percetakan Al-
Qur’an Raja Fahd dan Kementrian Agama RI), h.165. 
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Allah SWT. berfirman dalam (Q.S Az – zumar  39/9) berbunyi : 
                             
                               
 Terjemahnya: 
 
“Apakah kamu hai orang musyrik yang lebih beruntung, ataukah orang 
yang beribadah di waktu-waktu malam dengan sujud dan berdiri, sedang ia takut 
kepada (azab) akhirat dan mengharapkan rahmat Tuhannya? Katakanlah: 
"Adakah sama orang-orang yang mengetahui dengan orang-orang yang tidak 
mengetahui?" Sesungguhnya orang yang berakallah yang dapat menerima 
pelajaran”.33 
 
     Ayat di atas menggambarkan sikap lahir dan batin siapa yang tekun itu. Sikap 
 lahirnya di gambarkan oleh kata-kata sajidan / sujud dan qa’iman/ berdiri sedangkan 
 sikap batinnya di lukiskan oleh kalimat (              ) yahdzarul- 
akhirata wa yarju ar-rahman / takut kepada akhirat dan mengharapkan rahmat   
Tuhannya.” Ayat diatas menggaris bawahi rasa takut hanya pada akhirat, sedang 
rahmat tidak di batasi dengan akhirat, sehingga dapat mencakup rahmat duniawi dan 
ukhrawi. Memang seorang mukmin hendaknya tidak merasa takut menghadapi 
kehidupan duniawi, karena apapun yang terjadi selama ia bertakwa maka itu tidak 
masalah, bahkan dapat merupakan sebab ketinggian derajatnya di akhirat. Adapun 
rahmat, maka tentu saja yang di harapkan adalah rahmat menyeluruh, dunia dan 
akhirat. Takut dan mengharapkan menjadikan seseorang selalu waspada, tetapi tidak 
berputus asa dan dalam saat yang sama tidak yakin. Keputusan mengundang 
                                                             
33  Depertemen Agama RI. Al-Jumanatul’ Ali Al-Quran dan terjemahan(Bandung:Penerbit J-
ART.2005). 
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apatisme, sedang keyakinan penuh dapat mengundang pengabaian persiapan. 
Seseorang hendaknya selalu waspada, sehingga akan selalu meningkatkan ketakwaan, 
namun tidak pernah kehilangan optimism dan sangka baik kepada Allah swt. 
          Kata ( )  ya’lamun pada ayat di atas, ada juga ulama yang memahaminya   
sebagai kata yang tidak memerlukan objek. Maksudnya siapa yang memiliki 
pengetahuan apa pun pengetahuan itu pasti tidak sama dengan yang tidak 
memilikinya. Hanya saja jika makna ini yang di pilih maka harus di garis bawahi 
bahwa ilmu pengetahuan yang di maksud adalah pengetahuan yang bermanfaat, yang 
menjadikan seseorang mengetahui hakikat sesuatu lalu menyesuaikan diri dan 
amalnya dengan pengetahuannya itu. 
34
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             
34 M. Quraish Shihab. Tafsir Al – Mishbah. Vol 24   
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BAB III 
METODOLOGI PENELITIAN 
 
A. Jenis Penelitian 
Jenis penelitian yang digunakan yang digunakan penulis adalah studi 
pustaka yaitu penelitian yang bertujuan untuk mengumpulkan data dan informasi 
mengenai masalah yang akan diteliti dengan cara mengumpulkan beberapa 
materi-materi yang terdapat di ruang perpustakaan, seperti buku-buku tentang 
persamaan diferensial, buku-buku tentang kalkulus, jurnal-jurnal dari internet, dan 
lain-lain.  
B. Sumber Data 
Sumber data dalam penelitian ini adalah buku-buku persamaan diferensial, 
buku-buku kalkulus, dan buku-buku matematika lainnya yang dapat mendukung 
proses penelitian seperti Buku Transformasi Laplace dan beberapa jurnal yang 
mendukung terhadap penelitian. 
C. Waktu dan Lokasi Penelitian 
Waktu yang digunakan dalam pelaksanaan penelitian ini adalah, sekitar 
delapan bulan terhitung dari Desember 2015 sampai dengan September 2016 dan 
lokasi penelitian yaitu pada perpustakaan UIN alauddin Makassar. 
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D. Prosedur Penelitian 
  Langkah-langkah untuk menyelesaikan pada Dinamika Sistem Fisis-
Massa Pegas Dengan Shock Absorber menggunakan metode Transformasi 
Laplace adalah sebagai berikut: 
1. Menentukan model atau persamaan yang telah dapatkan dari persamaan 
diferensial tak linear tak homogen pada sistem fisis-massa pegas shock 
absorber, maka diperoleh model yaitu  
tFky
dt
dy
c
dt
yd
m cos02
2

 
2. Menentukan solusi homogen hy  persamaan diferensial tak linear tak homogen 
dari model sistem fisis-massa pegas shock absorber, dengan syarat sebagai 
berikut 
a. Jika akar r1 adalah real. Dalam kasus ini terdapat k penyelesaian bebas 
linier. Maka solusi umumnya adalah 
𝑦𝑕 = 𝑒
𝑟𝑥 ,𝑥𝑒𝑟𝑥 , . . , 𝑥𝑘−1   𝑒𝑟𝑥  
untuk k  ≥  1. 
b. Jika akar r1 adalah kompleks. Maka solusi umumnya adalah    
         𝑦𝑕 = 𝑒
𝑎𝑥 cos   𝛽𝑥 ,  𝑥𝑒𝑎𝑥 cos   𝛽𝑥 ,… ,𝑥𝑘−1 𝑒𝑎𝑥 cos  (𝛽𝑥), 
𝑒𝑎𝑥 sin 𝛽𝑥 ,  𝑥𝑒𝑎𝑥 sin 𝛽𝑥 , . . ,𝑥𝑘−1  𝑒𝑎𝑥 sin(𝛽𝑥) , 𝑥𝑘−1  𝑒𝑎𝑥 sin(𝛽𝑥). 
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3. Dalam memperoleh solusi partikulir py  atau solusi khusus dari model sistem 
fisis-massa pegas shock absorber terlebih dahulu mengkonstruksinya ke 
bentuk transformasi laplace kemudian menggunakan metode transformasi 
laplace dengan bentuk yaitu 
ℒ  𝑓 𝑡  =  𝐹 𝑠 =   𝑒−𝑠𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡
∞
0
 
4. Menentukan solusi total ty  dari penggabungan solusi umum (solusi homogen)
hy  ( homogen ) dengan solusi khusus py  ( partikulir ). 
pht yyy   
5. Membuat grafik dari solusi total ty   , solusi umum (solusi homogen) hy  
, dan 
solusi khusus py  
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E. Flow chart  dinamika sistem fisis-massa pegas dengan shock absorber 
menggunakan metode transformasi laplace. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
solusi partikulir py  dari model Persamaan 
diferensial menggunakan metode 
transformasil laplaace 
solusi total ty  
pht yyy   
 
grafik dari solusi umum 
hy  , solusi khusus py , 
dan solusi total ty . 
 
FINISH 
Solusi homogen hy  dari model 
Persamaan diferensial  
 
START 
Inputan gaya, massa, percepatan, 
frekuensi, perubahan massa, 
perubahan percepatan 
 
 
Matriks I, 
Vektor  ruas kanan  (b) 
 
Membentuk model dinamika 
sistem fisis massa pegas dengan 
shock absorber 
 
 
M triks I, 
Vektor  ruas kanan  (b) 
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BAB IV 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
A. HASIL PENELITIAN 
 
  Model atau persamaan yang telah dapatkan dari persamaan diferensial 
tak linear tak homogen pada sistem fisis-massa pegas shock absorber, 
berdasarkan model pada persamaan (13) yaitu  
  maF  
2
2
0 cos
dt
yd
mtF
dt
dy
cky  
 
tFky
dt
dy
c
dt
yd
m cos02
2

 
Atau dapat dimodelkan ke bentuk lain 
(14)                                
cos0
2
2
m
tF
y
m
k
dt
dy
m
c
dt
yd 
  
 Untuk memperoleh solusi homogen ( hy ) dengan mencari karateristik 
dari persamaan (14), 
(14)                                
cos0
2
2
m
tF
y
m
k
dt
dy
m
c
dt
yd 

 
Misalkan 
(15)                                                                                                         rtey   
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  (16)                                                                                                  rtre
dt
dy
  
  (17)                                                                                                2
2
2
rter
dt
yd
  
Maka persamaan (15), (16), dan (17) Substitusi ke persamaan (14)
 
     
  0 2  rtrtrt e
m
k
re
m
c
er
 
          
  0 2 





 rte
m
k
r
m
c
r
 
        
 (18)                                     0 2 






m
k
r
m
c
r
 
akar-akar karateristik dari persamaan (18), dengan menggunakan rumus ABC, 
maka koefisen dari persamaan (18) diperoleh 
m
k
c
m
c
ba    ,  ,1  
a
acbb
r
2
42
2,1


 
)1(2
)1(4
2
2,1




















m
k
m
c
m
c
r
 
2
4
2
2
2,1




















m
k
m
c
m
c
r
 
2
4
2
2
2
2,1















m
k
m
c
m
c
r
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karena terjadi gerak teredam kritis pada shock absorber ( Bila peredaman 
diperhitungkan, maka gaya peredam juga berlaku pada massa. Bila bergerak 
dalam fluida benda akan mendapatkan redaman karena kekentalan fluida. Gaya 
akibat kekentalan ini sama dengan kecepatan benda 






m
k
m
c 4
2
2
, maka akar-akar 
karateristiknya 
(19)                                                   
2
2, 1
m
c
r

  
dengan mensubstitusikan persamaan (19) ke persamaan (15) maka solusi 
homogennya yaitu 
(20)                                                22
2
1 









t
m
c
t
m
c
h xececy
  
Dimana, C1C2  adalah  Konstanta Integrasi
 
 Untuk memperoleh solusi khususnya py  maka dilakukan transformasi 
Laplace terhadap persamaan diferensial, maka harus diingat terlebih dahulu 
    
v
d
du
d
dv
u
d
vud
ttt
.  
  
(21)                                           .
t
.
t
dtv
d
du
vudt
d
dv
u    
bila transformasi laplace adalah ,)(ey(t)  )(
0
st- dttyLsY 


 
maka transformasi 
laplace dari turunan pertama adalah ℒ dt
dt
dy
dt
dy














0
st-e
 
. Pada persamaan (21)  
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dmisalkan u adalah -ste dan v adalah y, maka  
ℒ
 
dt
dt
dy
dt
dy














0
st-e  
ℒ
 
   















dtysy
dt
dy
0
st-
0
st-  ee  
ℒ
 
   (22)                                   ee
0
st-
0
st- dtysy
dt
dy









 
Jika diasumsikan bahwa pada saat t grafik )(ty mengalami kenaikan 
cukup lambat dibanding  dengan grafik -ste maka 0)(e
-st ty  untuk t sehingga  
   )0()0(0e 0
0
st- yyey 

 
Bentuk persamaan (22) dapat disederhanakan menjadi 
ℒ
 
   dtysy
dt
dy









0
st-
0
st-  ee  
ℒ
 
(23)                                           )()0( ssYy
dt
dy






 
Dari persamaan (23) , maka Transformasi Laplace dari turunan pertama sebuah 
fungsi adalah 
ℒ
 
)0()( yssY
dt
dy






  
 atau 
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ℒ
 
)0()( ytysL
dt
dy






 
Transformasi Laplace dari turunan kedua sebuah fungsi dapat dicari dengan 
cara yang sama. 
                            
ℒ
 
(24)                                        )0()0()(2
2
2
sy
dt
dy
sYs
dt
yd






 
 
Sedangkan Transformasi Laplace dari turunan ke –n suatu fungsi adalah  
ℒ
 
(25)            )0()0(...)0()( 12
1
1
ys
dt
dy
s
dt
yd
sYs
dt
yd nn
n
n
n
n
n









 
Atau 
ℒ
 
(26)              )0()0(...)0()( 121 ys
dt
dy
syssYs
dt
yd nnnn
n
n
 





 
Maka solusi partikulirnya,
 
   cos0
2
2
t
m
F
y
m
k
dt
dy
m
c
dt
yd

 
Mengubah kebentuk laplace (ℒ)
 
ℒ
 






2
2
dt
yd
 + ℒ
 






dt
dy
m
c
 + ℒ
 






y
m
k
 = ℒ
 
  )27(                  cos0 





t
m
F

 
 Selanjutnya pada persamaan (27) di ubah ke bentuk s  menggunakan 
transformasi laplace pada bentuk turunan (26) dengan syarat 1)0(,0)0(
'  yy  
ℒ
 






2
2
dt
yd
 + ℒ
 






dt
dy
m
c
 + ℒ
 






y
m
k
 = ℒ
 
  





  cos0 t
m
F

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 Mencari bentuk laplace dari fungsi tcos  berdasarkan definisi Laplace 
persamaan (27)  pada , maka
 
ℒ
 
dtetF st


0
t  cos )}({   
             



p
st
p
tdeLim
0
)(sin
1


 
             
p
stst
p
edeLim
00
)(t sin
1
 .tsin
1








 







 
             
p
p
stst
p
dte
s
eLim
0
.tsin
t
.tsin
1








 







 
             
p
stst
p
de
s
eLim
00
)tcos(
1
..tsin
1








 







 
                   
p
p
ststst
p
ede
s
eLim
00
2
)( .tcos)tcos((.tsin
1








 






 
                   
p
p
ststst
p
dtsee
s
eLim
00
2
).tcos)tcos(.tsin
1








 






 
                    
p
p
ststst
p
e
s
e
s
eLim
00
2
2
2
).tcos)tcos(.tsin
1








 








 
                    
p
stst
p
e
s
e
s
Lim
0
222
2
.tcos.tsin
1








 




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







stst e
s
es .
tcos.
.
tsin
222
2






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                      














222
2
000

 s
s
 
                    







222
2

 s
s
 
                   
22 

s
s
 
Setelah diperoleh bentuk laplace dari fungsi tcos  , persamaan (27) diubah 
kebentuk laplace sehingga,
 
  





















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
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
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0'2 )()0()()0()0()(
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  















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  (28)           )()0()()0()0()(
22
0'2




























s
s
m
F
sY
m
k
y
m
c
ssY
m
c
syysYs
 
Diketahui  1)0(,0)0(
'  yy  kemudian substitusi ke persamaan (28),  
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Persamaan (29) diubah kebentuk sederhana, sehingga 
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 Untuk mempermudah bentuk laplace yang diinginkan, pada persamaan (30) 
diubah menjadi
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Dengan proses aljabar pada persamaan (31), sehingga
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Menginvers persamaan (32) ke bentuk yxf )(  
)(sY  ℒ−1
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Substitusi bentuk invers ke persamaan (33), maka
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 Bentuk pengintegralan tentu dengan interval 0 sampai t terhadap t pada 
persamaan (34), maka
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Penyederhanaan pada persamaan (36), sehingga
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maka diperoleh solusi partikulir pada persamaan  (37). 
 Untuk memperoleh solusi total ty  maka digabung solusi umum (solusi 
homogen) hy  dengan solusi partikulir py , persamaan (20) dan (37) 
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Contoh 16 Kasus : 
Untuk menggambarkan ketergantungan gerakan (respon) pada koefisien peredam, 
gambarlah grafik tiga solusi dari empat persamaan diferensial 
0900'"  ycyy  
yang memenuhi kondisi awal     00,10 '  yy  dengan ,30,10,2c 900k 1m  
Penyelesaian : 
Dengan mensubsitusikan masing-masing nilai c , kemudian diselesaikan masalah 
nilai awal tersebut. Persamaan pertama dengan 2c  
 09002
'"  yyy  
Sehingga persamaan diferensial homogennya : 
 09002
'"  yyy  
Misalkan 'y  maka disubsitusikan ke persamaan diferensial homogen sehingga: 
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090022    
diketahui 2,1  cm  dan 900k dengan menggunakan rumus abc, dimisalkan 
2,1  ba  dan 900c  
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Karena akar-akarnya merupakan imajiner maka solusi umum (solusi homogen) 
persamaan diferensial homogennya : 
   tectecy tth 899sin899cos 21    
Untuk mencari nilai 1c  dan 2c , maka digunakan nilai awal   10 y dan   00
' y  
yaitu : 
Syarat awal   10 y
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)0()0( 21 ccy   
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11 c  
Syarat awal   00' y  
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Gambar 3. Shock Absorber untuk gerak teredam kritis pada saat  1010,2  tc  
 
Gambar 4. Shock Absorber untuk gerak teredam kritis pada saat  1010,10  tc  
 
 
 
Gambar 5. Shock Absorber untuk gerak teredam kritis pada saat  1010,30  tc  
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B. PEMBAHASAN 
 
Persamaan osilasi teredam diberikan oleh hukum gerak kedua,   maF
dengan 𝐹 merupakan jumlah dari gaya pemulih – 𝑘𝑦 dan gaya redaman – 𝑐 =
𝑑𝑦
𝑑𝑡
 
dalam hal ini 𝑐 adalah konstanta positif. Diperoleh bahwa 
  maF  
Atau 
2
2
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2
2
 ky
dt
dy
c
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m  
dalam osilasi teredam sebenarnya masih terdapat gaya lain yang bekerja berupa gaya 
paksaan. Dalam hal ini, dimisalkan gaya paksaan yang diberikan terhadap sistem 
yang telah disebutkan adalah tF cos0 . Di sini 0F  adalah harga dari gaya eksternal 
dan   adalah frekuensi sudutnya. Untuk jelasnya, dapat kita bayangkan bahwa gaya 
eksternal tersebut diberikan langsung pada massa yang digantungkan pada pegas. 
Maka kita peroleh persamaan: 
  maF  
2
2
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dt
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cky    
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Diperoleh solusi  
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Pada model tersebut , gerak teredam kritis Bila peredaman diperhitungkan, 
maka gaya peredam juga berlaku pada massa. Bila bergerak dalam fluida benda akan 
mendapatkan redaman karena kekentalan fluida. Gaya akibat kekentalan ini 
sebanding dengan kecepatan benda.  
Hal ini ditunjukan pada ketergantungan gerakan (respon) pada koefisien 
peredam dengan model 0900
'"  ycyy  yang menghasilkan solusi homogen 
dengan bentuk tth xececy
899
2
899
1   . pada model tersebut memperlihatkan bentuk 
eksponen ini bararti bahwa gerak teredam kritis bila peredaman diperhitungkan, ini 
mengakibatkan ketergantungan gerakan atau respon dari shock absorber. 
Ketergantungan tersebut dapat dilihat pada nilai t899  yang merupakan bentuk 
perubahan setiap waktu tergantung gaya redaman yang diberikan. 
Pada gambar 3, merupakan gerak peredam kritis. Dimana perubahan 
viskositas (kekentalan suatu fluida ) sebesar 2 N s/m dengan gaya sebesar 900 m/s ini 
menunjukkan bahwa ukuran kekentalan suatu fluida yang menunjukkan besar 
kecilnya gesekan internal fluida berhubungan dengan gaya gesek antar lapisan fluida, 
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ketika satu lapisan bergerak melewati lapisan yang lain. Pada zat cair, viskositas 
disebabkan terutama oleh gaya kohesi antar molekul, sedangkan pada gas, viskositas 
muncul karena tumbukan antar molekul sehingga hal ini mengakibatkan terjadinya 
kerapatan tumbukan yang diberikan.  
Setiap fluida memiliki besar viskositas yang berbeda, Pada gambar 4, Dimana 
perubahan viskositas (kekentalan suatu fluida ) sebesar 10 N s/m dengan gaya sebesar 
900 m/s ini menunjukkan bahwa fluida yang bersentuhan dengan lempeng ditahan 
oleh gaya adhesi antara molekul fluida dan molekul lempeng. Dengan demikian, 
lapisan fluida yang bersentuhan dengan lempeng yang bergerak akan ikut bergerak, 
sedangkan lapisan fluida yang bersentuhan dengan lempeng diam akan tetap diam 
sehingga mengakibatkan kurangnya kerapatan tumbukan pada molekul fluida dan 
molekul lempeng.  
Pada gambar 5, merupakan gerak peredam kritis yang mengalami perubahan 
kerapatan tumbukan. Dimana perubahan viskositas (kekentalan suatu fluida ) sebesar 
50 N s/m dengan gaya sebesar 900 m/s, hal ini terjadi bahwa cairan mempunyai gaya 
gesek yang lebih besar untuk mengalir dari pada gas. Sehingga cairan mempuyai 
koefisien viskositas yang lebih besar dari pada gas. Viskositas gas bertambah dengan 
naiknya temperatur. Koefisien gas pada tekanan tidak terlalu besar, tidak tergantung 
tekanan, tetapi untuk cairan naik dengan naiknya tegangan sehingga perubahan 
kekentalannya lebih besar dengan gaya gesek yang lebih besar juga.  
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BAB V 
PENUTUP 
 
A. KESIMPULAN 
 
Penyelesaian solusi homogen  
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Penyelesaian solusi partikulir dilakukan dengan metode transformasi 
laplace 
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Penyelesaian solusi umum (solusi homogen) dilakukan dengan 
menggabungkan solusi homogen dengan solusi partikulir, sehingga diperoleh 
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B. SARAN 
 
Penyelesaian dari penelitian ini menggunakan metode transformasi 
laplace, untuk kepentingan penelitian lanjutan dapat dilakukan dengan mengganti 
beberapa kasus seperti Rangkaian Listrik R, LC, dan RLC baik yang seri atau 
pararel. 
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